Formelsammluni Numerische Mathematik

Normen:
Vektoren Matritzen
Empfindlichkeit bzw.
n n Fehlerfortpfl.kennzahl LGS
1-Norm, Summennorm: ||x||1=z |x;| 1-Norm, Spaltensummennorm: ||A||1 = max Z |al.j| —>cond(A)=||A||~||A"'||
i=1 J=len = cond (A) grof3:
— starke Fehlerauswirkung
. fiir A-x=b
. qe .1 T
2-Norm, euklidische Norm: | ||x||,=1 zl x; 2-Norm, euklidische Norm: | ||A|l,=Vp (A4 A4) ||ﬁ ﬁ”SC‘O d(A4)- ”ﬁbﬁ”
i= X
n
oo — Norm, Maximumnorm — max oo— Norm , Zeilensummennorm : _ max ||A XH _ -
( fiir Abschiitzung ) lxll j=1,n Il ( fiir Abschiitzung ) ||A||°°_l-: . Z; |aij| |Ed =rel. Fehlerx ;banalog
. =
Inverse Matrix: Determinante: Nachiteration:
A4 = (a“ alz) Sogt = L .(‘122 _alz) 1.7=b—A%" 2.4A%=F 3%, =x"+A%
ap dp det A\ ~ay a detA = a, a,,—a,, a, b
4.7, ,,=b— A%, mitr=Residuum
Multiplikation: Transponierte Matrix:
an ap ags\ [by by by aybytaybytayby aybytaybytasby, ay dp A apn dy as
ay Ay Ay || by by by | = A= a, a, ay |24 =|a, a, ay,
as asy as) \by by by a3 Ay Gy A3 Ay Ay
L-R-Zerlegung:
A= LR Beispiel:
Z 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 1 0 0
Z,\-1 2 0] —=1/2(z)l0 3/2 -1/2| — 0 3/2 =112\ =R ; L=1[-1/2 1 0
Z,\-1 0 2 1/2(z)\0 —1/2 3/2 1/3(z,)\0 0 4/3 -1/2 —1/3 1
N A x = b L z = b R x = b
2 -1 —1)/x, 1 1 0 0)\[=z 1 z 1 2 -1 -1 X 1
-1 2 0 [{x]=10] — -1/2 1 O0f{z|=10] — | =|1/2 0 3/2 =12 x| =|1/2
-1 0 2 /\x, 0 -1/2 =1/3 1) \z, 0 z, 2/3 0 0 4/3 X, 2/3
LGS nach Cramer: x, = 5 | Di=Hilfsdeterminante indem man die i-te Spalte durch die rechte Seite b tauscht
2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2
Bsp.: 4=[1 -1 3|B=|-7 D=detA=-2 ; D, = |-7 -1 3|=-2; D, =1 -7 3|=—4, Dy, =11 -1 —-7|=4
5 2 4 1 1 2 4 5 1 4 5 2 1
x—&—_—z—l X &—__4—2 x—ﬂ—i—_z
aus A-x = B folgt: T DT 27 T DT 47" BT DT 27
Iterative Verfahren:(nach Jacobi und GauB-Seidel)  Konvergenzkriterium: | Zeilensummenkrit.: ). |a |<|a,| || Spaltensummenkrit. 20 layl<la|
(nur hinreichend ) J=ln s
JFi
Falls Zeilensummenkriterium nicht erfiillt — weitere Betrachtung: 1.durch Vertauschung der Gleichungen (Zeilen + rechte Seite)
oder 2. Matrix A + rechte Seite b mit der Transponierten 4" multiplizieren 4 '=A"-4 ; b'=A"-b— neues Gleichungssystem A "-x=b"
. - (k+1) bi ik (k) b a
Gesamischrittverfahren nach Jacobi: x| ™= —— a_.xk Einzelschrittverfahrennach Gaufs — Seidel : x,= a—'— a—"‘~ X,
ii kiit:" i ii ki:é}'“ i
2. Weg: 0 0 0 a, 0 0 0 a, a; 2. Weg:
Gesamtschrittverfahren Jacobi: A-x =b — Einzelschrittverfahren Gaufy — Seidel : A-x=b
3 . . N . A= a,, 0 O0)+|o a,, 0O]l+l0 O ay ! N N ! X
Dann heifst die Fixpunktiteration a a0 0 0 a 00 0 Dannheifst die Fixpunktiteration :
Dx"*=—(L+R)x"'+b ro 3. 3 (D+L)x""'=—Rx"+b
dh. x""=—D'(L+R)x"'+D"'b - > = dh. x"V=—(D+L)Y'Rx""+(D+L)'b

Fixpunktverfahren: Eigenschaft: Nullstelle bei Funktion | meistens : ¢ (x)=x Konvergenzkriterium: |¢' (X ), = M < 1
Xeor = Plx,) Startwert : Schnittpunkt vonGerade y=k mit ¢(x)
Fehler | e, =e’ z.B: f(x)=2x—cos(x) ; f(x)=0 — nachx Auflésen: ¢(x) = 1/2-cos(x)

X0 = ¢(x) = 2-cos(x,) ; |p'(x),. = M < 1(imIntervall) — Konvergenz



a-priori-Fehlerabschétzung (nach k Schritten) a-posteriori-Fehlerabschitzung(Vorabschétzung)

Mk 1 € € =Fehler
€ = m'|xl—x0| k = I M'ln((l_M)'l | k=Anzahl notwendiger e < L'|xk—xk,]|
n F1™ %o Schritte fiir € (k Aufrunden) 1-M
zur Berechung vonk : Maximale Anzahl an benétigten Schritten mit M =|¢ ' (x,. )|, - Wahrscheinliche Anzahl an Schritten mit M =|¢ ' (x )| fiir x /= Startwert
| Xi 1_§| q : Konvergenzordnung d X, =X
= | +_ v q=1:lineare Konvergenz fiir lineare Konvergenz gilt : d"“ | = | | S "*lll ~const=M ~|p "' (E)| MgzléinvergenZ-
8 q=2:quadratische Konvergenz k | P ™ X aktor
Differenzen = d,, \=x,.,—X; Konvergenzfaktoren =Quotienten der Differenzen Jalls Konvergenzfaktoren const.— lineare Konvergenz
falls Konvergenzfaktoren nicht const. — steiler
Newton: Eigenschaften: konvergiert quadratisch ; hohere Konvergenzordnung | Globale Fehlerordnung =2 ; Fehler verringert sich quadratisch
S (%) o ' Sxe) S (x)
X = Plx) = x,—2 Konvergenzkriterium: |¢p' (X )|y = ————— < 1
k+1 k k f (xk) (f,(xk))l
Horner Schema anhand eines Beispiels:
Py(x) = 1x’+2x°+3x+4 ; x, = 2
1.Schritt: 2. Schritt: 3.Schritt:
1 2 3 4 1 4 11 1 6
X,=2 21 24 2-11 x,=2 21 26 xX,=2 2-1
Y1 4 11 [26 = Pyx)] S 16 (23 = 0(x,) = Py(x,)] X 18 = Rilx) = 0,(x)]
' , P
Ixp+dx,+11=23=0,(x,)=P," (x,) 1x,+6=8=R (x,)=0,"(x,) ﬁerewmnxl:xo—%
3 0
Losung nichtlinearer Gleichungssysteme:
of of
. . ox dy Konvergenzkriterium: Newton— Raphson— Schritt
Jacobi Matrix: J = é 6_; Dit(J);ﬁO 2kHD }({])_J-l.f(}(k)) fiir J™' siehe: Lineare Gleichungen
ox Oy
z.B mit

flx,y) = (x)+(y)=25=0 — Kreisum P(0,0)mit RadiusN25 ; g(x,y) = x’~5x—4y+4=0 — Parabel PY=(5:1)
i o -1 -
Il = (10 —4)_)‘]l Few=( L1270 PY=P"~J"F s

allgemeines Interpolationspolynom: | P,(x,) = Z:ak-xf.c = y,| konkret: | P(x,) = a0+a1~xi+a2-xf+a3~xf+....

i

Beim Skizzieren der interpolierenden Kurve zuerst

Plx i) = y— Koordinatenvon Punkten mit den entsprechenden x— Werten — mehrere Gleichungen gegebene Punkte einzeichnen,
dann Punkte interpolierend verbinden

— Bedingungsgleichung l6sen nach Gauf3 | Kramer

Newton Interpolationspolynom:

konkret: | P,(x) = cytc,(x—xp)+cy(x—x,) (x—x )+ c;(x—x)(x—x,) (x—x,)+...

n

=> P (x,) = yo=¢, P.(x,) = y=cy+c,(x—x,) P (xy)=y,=c,+c,(x,—xp)+c,(x,—x,) (x,— x,)
X S S, x) S, X%
o
'xo f(xo) ¢,
S (x)—f(x,) _
r—x = f(xo,xl).. .
Lo Xy x)—f(xyx :
X f('xl).. % = [lxox,x)., ¢
fx)=f(x) 2 S 0 xa%3)— f (%03, %) )
;—x ~o= f(xl,xz)‘.. — ;—x Lol = f(xo,xl,xz,xs)
2 X, x5)— f(x, x 370
X f(xz) M = fx,x,%5)
o x —x i >
S (x) =1 (x,) ' o
LTI
. 37 A2
x3 o f(xs)
Interpolationsfehlere,,, : konstante Interpolation:e,, =1/2-h|f" | lineare Interpolation :e,,, =1/8-h*| f'2 | hierzu| f¥) | abschdtzen
quadratische Interpolation e, =\3/27-h*| £ | kubische Interpolation( fiir mittleres Intervall)=3/128 h*| f%*) | 1/24-1*| £1% |( fiir dufere Intervalle)
kubische Splines: fiir n+ 1 Stiitzstellen — 4 nUnbekannte S i(x)=a0+a1x+a2x2+a3x3 fiir weitere ianstellevona , b einsetzten

Bsp.: x,=(—-1,1) ; x,=(0,0) ; x,=(1,4)—>2SplinesS,und S, ; 8Unbekannte
Bedingungen:S,(—1)=1 ; S,(0)=0 ; S,(0)=0 ; S,(1)=4 ; S,/(0)=S,'(0) ; S,/'(0)=S,""(0) ; S,/'(~1)=0 ; §,""(1)=0



durch Taylor-Polynome:

(x_xo)n

n!

(n+1)

] (nt1)
Resiglied:,, _J""(€) (1) _ (n+1) h .
Fehirf/kt. R,y= (nr 1)) (x=x0)"" 'mit§ € Jxox[ emx—max|f * (§)|-Wmlt§ € Jx,—h,x,+h[
durch Polynome: | P,=c,+c¢,x+c,x’+..+c,x" m= Anzahl Stiitzstellen ; n= Polynomgrad Bestimmungsgleichung Koeffizienten ¢
Fehlerquadratsumme F:  (Bedingung : F minimal zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten) [X] - =73
2 3 n
- - 1 x, xi1 x .. x| o »
F= z (pa(x)=y)’= Z r? mit r=Abstand approximierte Gerade zu exaktem Punkt 1 x, X x3 .. xi c, v,
= = 1 x, & x . xlle: 7] s
Bestimmung der Koeffizientenc: 1. [X1[X1=[M] 2. [X1-y=% 3. [M]¢=2 : .,
1 ox, x5 x, . xp| \Caf \Vnm

nichtlineare Approximation

1. Uberlegung : Wie formt man durch Substitution eine nichtlineare Gleichung zu einer linearen Gleichung um

aprx

zB:y=a,e

= Iny=Ina,+a;-x mit V=Iny ; B=lna,;U=x ; B,=a, —» V=B,+B,U

2.Umformen der gegebenen Ergebnistabelle mit den oberen SubstitutionenV=Iny und U=x
3) [M] ‘B=Z « Losendes LGS nach B

3. 1) [UT-[U]=[M ]« Bestimmenvon[M] 2) [U]TV:ZHBestimmenvonZ

4. Riicktransformieren des Ergebnisvekgors B—a mit: B, =Ina,, B,=a,

summierte Integrationsformeln:

Rechteck : QR=h(f(x0)+ f(x1)+...+f(xn))

Trapez: QT=g(f(x0)+2f(x1)+2f(x2)+...+f(x,,))

Simpson : Qszg(f(x0)+4f(xl)+2f(x2)+4f(x3)+...+2f (3, 2)+4f (x, )+ f (x,)

global lokal
1 1
En=(b=a)5hf"() Ep=5hf'(€)
1 5 ., 1.5 .,
ETn:_(b_a)'E'h'f (€) ET:E'h f(E)
4 -1 s 4
Eg=—(b=a)pooeh* fH(8) | | E=gg k" (E)

Kepler: QS2:§(4QT2_QT1):%(f(x0)+4f (x1)+f(x2))

Richard — Extrapolation: ~ Fehler global: ‘ Rombergschema: h Q, Qg Qg
1 1
aus Trapez : QSZn=§(4QT2n_QTn) ET2n=§(QT2n -Omn) h Q, - -
~ h/ 2 QT2n QSZn -
‘ 1 1 h/4 Q,,, Qg4 Q.
aus Simpson: QBZn:E(16Q52n_QSn) EBZn:E(QSZn_QSn) 8 Q:n Q::n Q::n

tatsdchlicher Fehler= exakter Wert — numerischer Wert

. d)

Taylor Reihe: D= fd(xx) | e = DyiriztEv yininyVE pvinz) E = Datenfehler| Rundungsfehler ; E,=Verfahrensfehler

Differenzenquotient Verfahrensfehler Datenfehler

+h)— h +05|+|=5
Dy(x)zw [vorwirts] Ev(x)=—5'f"(§) DF%
- —h . .. h +0|+|xd
D}((ﬂ:% [riickwirts] ER(x)=5~f' "(¥) EDR:%
— — 2

Dz(x):w [zentral] Ez(x)= _]% S r(g ) - :% entspricht 3-Punkte-Formel
Sonderformen:
5-Punkte-Formel: Verfahrensfehler Datenfehler

1 ht |[£5]+8:| 5| +8| =8| +|=5|

Dspk‘(x):m[f(x—Zh)—8f(x—h)—8f(x—2h)—f(x+2h)] Espkl(x)z—%'f(s)(‘é) E\pspi= 127

2. Ableitung zu zentralen Differenzenquotienten:
S x—h)=2 f(x)+f(x+h) ?

Daplx)= h? Ezz(x)=_%'f(4)(§)

Richard — Extrapolation Rombergeschema: h D, D,.. D..h
1 1 rich rich-v erbessert
Rich(g):§[4Dz(g)_DZ(h)] ERich(g):g[DZ(%)_Dz(h)] Fehleroch4 h DZn - -
h/2 D22n Drich 2n B
1 D ) D
DRich* verbessert :E[ 16 DRich(g) _DRich(g)] Fehler 0Ch6 h/4 Z4n rich 4n rich-verb 4n

: dEg;
optimales hoy:  |E,|=|E [+|E, — o

_|aE,
dh

dE,
dh

=0 setzen — dann nach h,, auflésen (Ez entspricht Ev)



Grundform: | ' = f(x,y) | Steigung am Ort x mit Funktionswert y Tatsdchlicher Fehler ~ Bestimmung Fehlerordnung
Euler Verfahren (Fehlerordnung 1 / Doppelte Schrittweite =>doppelter Fehler) € = Vo™ vesun elh) ym’i_y(h)
exa erfahren e(hl2) Yoy~ (hl2)
X = X+h oy = vtk f(x,p) 2.B.:4—2°— Fehlerordnung q=2
L.Schritt:  x,) = Xgth Yy = yot+h f(x,y, mitAnfangswerten Xo,yo,y 0=f(X0,y0)

Heun Verfahren (Fehlerordnung 2 / Doppelte Schrittweite => 4-facher Fehler) ‘
1
Ky = hf(xoyo) » Ki= hfx,y+tK) ; yiy = yi+5'(K1+K2)

h
ygi)l = yith f(x,p)  yia = yi+5'(f(xi’yi)+f(xi+l’yi'i)l))

|

unge - Kutta — Verfahren (Fehlerordnung 4 / Doppelte Schrittweite => 16-facher Fehler)

h K h K
Kl = h'f(xi’yi) ; Kz = h'f(xi+2_yi+71) ; K3 = h'f(xi+§in+72)

K, K = —(K,+2:K,+2-K;+K,) ; Yian = yitK

N —

h'f(xm , yi+K3) ;

Richardson Extrapolation

Euler: Ve = 2-y(%)—y(h) Fehlerschiitzung : e(%) = y(%)—y(h)
1 h h 1 h
0 N R A . . By _ 1) (A
eun YR =3 [4 y(z) y(h)} Fehlerschiitzung 2(2) 3 [y(z) y(h)]
Runge Kutta Yr = L 16-y b —y(h) Fehlerschitzung: e h- L y h —y(h)
15 2 2 15 2

Bemerkung: Fiir die Richardson Extrapolation sind Ergebnisse flir zwei unterschiedliche Schrittweiten von néten.
Adaptives Verfahren: Anpassung der Schrittweite an den Verlauf der Losungsfunktion unter verwendung des lokalen Diskretisierungsfehlers. (z.B.:
Abschitzung des Fehlers mit Richardson als Schranke fiir Schrittweitenanpassung)

DGL 2. Ordnung
1. Umstellen nach y"

3.Substituiere Anfangsbedingungen
z.B:

'

y' = (4x"=2)y mit z =y

DGL 3. Ordnung
1.Umstellen nach y
2. Substituieren mit

m

3.Substituiere Anfangsbedingungen

U=y y(0)=u,(0)
u=y'=u, »'(0)=u,(0)
u,=y'"'=u" 5 y''=u, y"(0)=uz(0)

2. Substituieren mit z=y' ; u=z'=y"
4. Losen der zwei DGL's 1. Ordnung mit EC/H/RK
und u =z' =y — y' =z und z' = (4x=2)y

4. Losen der zwei DGL's 1. Ordnung mit EC/H/RK hier nach Heun
S(P) _ P
B =i +h f (x4,

-

- - h -y, -
ui+1:ui+5'(f(xi’ui)-"_f(xi’ui’i)l))

3 uy' ul gy
2B: 2y""' =3y +2y=dsin(x) — y''=3y =y +2sin(x) = |u,’ ; “ S P
uy’ STt 2sin(x) T
u u ({’)
Ug(i+1) Uy (i) um) Ml(‘;f)l)
Uy [T o TS 3 ) + 3 e
. (P) :
Uspivr) Uy 5“1(1)_“0(1)+251n(xi) Eul(([:ll)_uo(1;¥l)+251n (xi41)
Fehler und Rechenaufwand:
Verfahren Funktionsauswertungen | Rechenaufwand Fehler
pro Schrit h — h/2 h — h/2
Euler 1 *2 *1/2
Heun 2 *2 *1/4
Runge-Kutta 4 *2 *1/16

Formelsammlung von: Korbinian Antwerpen, Christoph Raichl, Johannes Sattler, Tomas Zoller

Uy ;)
=l uy +h-

Uy



