Grundlagen

Fehlerfortpflanzungsgesetz

Fehlerarten:

|Ay[s Y (35 [ *|Ax, |
=1

Rechnungsfehler (Rundungsfehler)
Eingangsfehler (Fehlerfortpflanzung)

Instabiler Algorithmus:

Yo =ad, +b3,, <t [+ b|< 1
AY, = -g;0y, =€
Y1 = a(y, ~€)+ b(y,. t€)

Lineare G
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N achiteration Residium

Iterationsverfahren(Jacobi & Gauss-Seidel)‘ ALF =601 Pl =C T +d

eichungssysteme

Verfahrensfehler (Falsches numerisches Verfahren)

r=b- AKX

0 Ax=d4'Dr

rekursiver Algorithmus und sein Stabilititskriterium

X =%+ Ax |besserer Wert — reicht oft schon 1Schritt
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miissen auf Hauptdiagonale liegen.
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Gauss-Seidel: | x,= —qb, -
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konvergiert wenn A symmetrisch und positiv] A40x= b0 A A0x= A'b

Konvergenzkriterium: Zeilensummenkr., Spaltensummenkr., Kriterium fiir Symmetrische Matrizen

Nichtlineare Gleichungen

Betragsmalig grofiten Werte

Wenn ¢ (x) in [a,b] fiir xU [a,b] und Zahl MU 10,1 fiir dann konvergiert 9 (x)=x fiir jeden Startwert in [a,b] genau gegen eine

Losung f

Fehlerabschitzung:

lx, —¢&I= 1Aj/;;1|x1

— X |

Newtonverfahren:| x,., =

‘ SIS

<M<
VAR

(a-priori) oder

I x, =& 1= %

2 | x, — x|

(a-posteriori)

Startwert X, beliebig in der Nihe einer Nullstelle (lokal konvergent) Konvergenzbedingung:

Moglichkeiten aus einem Nullstellenproblem ein Fixpunktproblem zu machen: Funktion wird nach einem beliebigem x der

Funktion f(x) aufgeldst

xX=a

Regula falsi:

- — Sla)b-a)
S(@B)= 1 (a)

S T @) =0 01 a =x, | SO @ <001 5 =x, ‘ global konvergent

Horner-Schema(erzeugen reduzierter Polynome):‘ S =ax X day (X2 +a [ +ap (az =0) ‘erste NS raten (z.B.: xo=3)

k=0,1..

Koeffizienten fiir neues as ar a EN
Polynom Xo Xod3 (az+x0a3)Xo (a1+asxo*+asxo?)Xo
bs as axtasxqd ai+aXot+asx?y L agtaiXo+aXe?+asxe®
b- bo W v S A
f(x0)(=0 bei Nullstellen)
— ] e BAG) — P
Newton-Raphson| FG) |- Jakobi-Matrix| 7(¥)= 3% oo S| JEoaR=-F(x) (L X, ., =X, + AX
ko US
f1(x,»)=...=0 , f5(x,)=...=0
Strtwert: [ =y ]| Fosoomr = FC0E
/2 (x0,30)
f 3£
ETQ"“ Tyl‘y(’g Ax -
J(x, = 0 J(xo, = (—)=-F(xp, 0 x,=x9t0x ,y = +Ax
JakobiMatrix : (%0-0) Dﬁﬁ‘x m‘ gt 7/ (xo-30) (Ay) (x0,70) U X1 = Xo 1= Yo
0 0 Yo [J
0ox dy "0
Wichtig: x; , y, ala nene Werte X0->Y0 nehmen




als neue Startwerte
Interpolation

Unmittelbarer Polynomansatz:
Stiitzpunkte durch ein Polynom:

0 ox, %0 08,0 0yl
...durch ein Polynom: geg. n+1 Stiitzpunkte (xi,y;) i=0..n —> p(x)=Po+Px+x>+... +pux" [ Dl X le I :Dﬂ h : il
Hl ) xzz% B.0 Evif

Vandermonde Matrix ist im allgemeinen schlecht konditioniert, andere Verfahren besser

Newton InterpolationJ 0 72, (x> =co ey [Ox —x0) es [Ox —x0)(x —x1) ..o e, TOx — 20 2(X 21 Deneeene (X =4 ‘
c; entstehen aus
Yo d = - €= Yo
0~ Y1~ Vo d =d -d - d
. . 1 _ 20~ G117 Gy _ C - Ay _ }
Differenzschema. Fiir n=3 dl,l =V, TV d. = d3,0 = d2,1 - d1,1 _ Vorteil vom Newton gegeniiber
Ya d. = v - 2 = dyymdy, 27 hdyy
12- V3~ W = vd
V3 ¢; = Jods

anderer Verfahren (z.B. Lagrange Interpolation): die Anzahl der Stiirzpunkte kann beliebig vergroBert werden, ohne dass die Koeffizienten
neu berechnet werden miissen. Nachteil: bei hoherem Grad (>6) neigen die Polynome zu starkem Uberschwingen.

1 @)
Lagrange:| 7.0 = Lo(X)yo + L, (¥, + ... + L, (), L,(x)= |-| X, - X, Fehler ———=
2o % (n+ 1)

Nachteil: Soll ein weiterer Stiitzpunkt hinzugenommen werden, um den Grad des Néherungspolynoms um 1 zu erhéhen, so miissen samtliche
Koeffizientenfunktionen neu berechnet werden.

(x= x)(x- x)...(x- x,)

...durch ein trigonometrisches Polynom. Geeignet fiir periodische oder periodisch fortgesetzte Funktionen. Koeffizienten kdnnen unabhéngig
voneinander berechnet werden, da die Basisfunktionen summen-orthogonal sind

Splineinterpolation: Interpolationsfunktion S(x) durch Polynome niedrigeren Grades Si(x) die auf [xi,Xx:1] definiert sind, stiickweise
zusammensetzten.
Kubische Interpolation: Sy(xi)=aw+aw (X-Xi)+aw(X-Xi) Fas(x-x)* fiir XO[Xi,Xi+ ] und k=0..n-.

- Ve T Ve
hy

Ao = Vi G =dp —

(2% Arz = Vi

n (Lmy + my ) — 7y My — M h
h, i 2 ) 6h, k

:xk+1_xk/d

Jedes Polynom S(x) besitzt 4 unbekannte Koeffizienten [1 4n Unbekannte

Sk(xx)=yx flir k=0..n (S nimmt Stiitzwerte an)[] n+1 Bedingungen

Sk(Xk+1)=Sk+1(Xk+1) fiir k=0..n-2 (S ist stetig) [J n-1 Bedingungen

S (Xi+1)=S "kr1(Xx+1) fiir k=0..n-2 (S ist glatt) J n-1 Bedingungen

Aus Randpunkt-Restriktionen folgt: S”"w(xx)=my, & S’ 'k(X,)=m,[] insgesamt 4n Bedingungen

Approximation (Funktion bekannt aber zu schwer)

A (D)
(n+ 1!

(x-x0)"" Imité [ ]xo,xl Abweichung p(x)-f(x) steigt i.a. stark mit dem Abstand x-x,

Taylorpolynom | 7,(x)= Z st (f( LU0 e+

— _/
~—

Fehlerterm R,(x)
Tschebyscheffsumme: f(x) wird angendhert durch eine endliche Summe von T.-Polynomen| 2() =7, () +..+¢,7,(x)

=2x7, — 7,

7,

- /7o =1/7, =x |oeeignet fiir das Integral [-1,1]. Erlaubt eine annihernd ,,gleichméfige Approximation® von f(x)

1+1

Approximation durch Interpolation: Werte speichern und Interpolieren
Approximationsfehler:

Grad 0= Treppenfunktion: e=1/2-h-f’

Grad 1= lineare Interpolation: e=1/8-h*f >’

Grad 2= quadratische Interpolation: e=1/16-h*f >’

Grad 3= kubische Interpolation: e=1/24-h*{¥



Ausgleichsrechnung
Funktion durch Messpunkte bekannt, Komponenten k; gesucht

aA I x f(x) Vi a
A= 2 :l(f(xl.)- ,)” muss minimal seins— = 00 aus y = a+ bx+ cOf(x)... folgt: A=E E J“/E--.E VEbE

0k, Biox, reof BvH B

A"y = A" 4% =M ¥ |M ist Quadratisch und Symmetrisch (ATA)T = ATATT = A4

Numerisch Integration

njCn |Bo|Bi|B|Bs|Bs Restglied
1 % 1 1 - h3 f”(é) e Sehnen— 0, = "nE ::Oﬁkf(xk) bf'(x)dx - bp (x)dx + R
12 Newton-Cotes .[ I " n
Trapez
h _ 15
2 3 41 %f “(¢) - Simpson Geschlossene Newton-Cotes-Formeln: Integrationsgrenzen a und b gehéren zu

den Stiitzstellen der Integrationsformel

%f“”(f) —~3/8Regel | x, = at kOh||k=0.n||h= (b- a)/n|é U [a,b]

_ Grad pa(x)=
4120\ 7 132112(32 (7 if(m({) rad py(x)=n

945 .

i tc X
njc BB B R,T,Stghetd T Offene Newton-Cotes-Formeln: Y ”Z ":Oﬁkf( ) Integrationsformel
212h| 1 - £E) S a.ngen en - lrapez kommt ohne a und b als Stiitzstellen aus
: Miticlpunktregel x, = at kOhllk=1.n-1|h= (b- a)/n|¢ 0 [a,b]
31 S pog) Grad py(x)=n-2
4 4h 2 '1 3 :Aﬁi (4)
3 20 AP

Summierte Integrationsformeln:
Sehnen-Trapez-Regel:_auf Intervall [Xi,Xi:1] anwenden k=0..n

h=((b-a)ln
x, = at kbh

b —2a h* max| /" (x)‘

1 asxsh

[ f(odx= %Ef(aﬁ zglﬂxm f(b)§+ R=T,(h+hC | |R<

Simpson-Regel_
auf Intervall [xi,X«:2] anwenden k=0..2n (aus 2n folgt gerade Anzahl von TeilintervallenJ 2n+1 Stiitzstellen) Nachteil: nur anwendbar fiir
eine Zerlegung in eine gerade Anzahl von (einfachen) Streifen, d.h. man bendtigt stets eine ungerade Anzahl von Stiitzwerten.

h=(b-a)l2n

b o n-1 n-1 _ 4 b-a 4 (4)
e eno | L=l @ 2 fa0+ 4T Gt 76D R= S, 00 HC | RS S maxlr ()

Spezialfall: Quadraturformel: Formel Exakt bis Polynome vom Grad 3

(b-a)’
2880

0, = tur @ anr L sy | IRl imax| /@ ()

<b

Richardson-Extrapolation: Allgemein gilt: ®(x,h) ist durch Schrittweite h erhaltene Losung. Mit zwei verschiedenen Schrittweiten h; und h,
"0 ()= 7O (x,hy)
hzz - h12

So, bezeichnet die Simpsonformel fiir 2n Teilinterwalle h/2.
Sehnen-Tangenten-Fehler kann verbessert werden durch Rich-Extrap. Mit grof3erer Stiitzweite sinkt der Rundungsfehler, und steigt der
Sehnen-Tangenten-Fehler O optimale Stiitzweite.

Gaul}'sche Integrationsformeln:
Der Genauigkeitsgrad der Gaussschen Quadraturformeln bei n+1 Stiitzstellen ist hochstens 2n+1

AL, (- T,
3

erhélt man: ®(x,h) = — fiir Sehnen-T-R: J’ff(x)dx = =8,%)

Numerische Differentation
f(x) ist an Stiitzstellen bekannt, gesucht sind die Ableitungen an diesen Stellen. Num Int gleicht Fehler einer Ndherung aus, Num Diff
bewirkt eine Aufrauung der Fehler.

b n 2nt 3 4
. _b-a 7,0(b- a(tbt a R - (b-a)™"|(nt 1) 1] , b
O [f(x)dy 2 ,1;06"@ 2 1 @n o ) nf €) mit act

a

Ableitung durch Taylor-Reihe: (x.,yi sind Messwerte)



= Vi T Vi _ ﬁ - _ _ 72 vo= Yier = 2Vi t Vi _ﬁ (4
Ve = =2 S"E)=T,(x,)- h°C e T VAP

Ableitung durchlInterpolationspolynom pn(x): p, Polynom n-ten Grades mit pn(Xi:+1)=ywi (i=0..n)

n=10 y, =2 — 1) =2 (&) n=20 3. =8 (Byp — Ay — vea2) = S7E)

n=30 y, =11y, +18y,,, —9y,., + 2)’k+3)_%f'(4)(‘?) Vi =47 (A2y, =30y, +24y,,, _6yk+3)_%h2f14)(€)

die Ableitungen an den mittleren Stiitzstellen (yi) sind genauer als an den Réndern (y«i) — Fehler fiir y ' nicht angegeben.

Ableitung durch Ausgleichspolynom: Ausgleichspolynom p(x) 3-ter Ordnung durch fiinf benachbarte Messpunkte (Xy+i,yii) i=-2,-1..42
p(x)= at b(x- x,)t c(x- x,)* + d(x- x;)’ Messwerte yi,; werden durch p(xy.;) ersetzt. Polynome héher als 3-ten Grades sind ungeeignet, da
diese eine groflere Welligkeit im Interpolations- oder Ausgleichsbereich aufweisen und somit hohe Abweichungen aufweisen.

O v =370 —=8¥iy ¥ 8V — Viun) _%f-(s)(f) = AI1(xk)_h4C Y = #(_YA—Z +16y,., =30y, +16y,,, — yl\+2)_%f(4)(é)

. . . , AT, (x) = Topn(x) _ , _ 1
Richardson-Extrapolation: fiir Taylor folg | /(= 2201000 = 4,00 0 57/0r) = 155 Wz = 8D + 8D = 3e2)

Fehleranalyse: Bestimmung der optimalen Schrittweite h. Bei kleinerer Schrittweite spielt der Rundungsfehler eine grofere Rolle.

RN DR ACTR)) SOt h)= yute

v
2h S = h)=y, te,
2 , . . . i Febter verd ccuxt
=S M g o e (MRl e | e= Fehlertungenauigkeit der Maschine
h 6 h 3 M

(E. Verfahrensfehler, Ex Rundungsfehler, E Gesamtfehler)

AX

Numerische Behandlung von DGL AWP: J' = f(X,)) y(xo)=yo

Falls g—’; in einer Umgebung von (X,,Y,) existiert und stetig ist, ist das Anfangswertproblem in ]x,-€,x,+€ [ eindeutig 16sbar. LIPSCHITZ-
Bedingung: f(x,y) stetig um (X,,Y,) und es gilt L>0 mit L*|y,-y2|2| f(x1,y1)-{(X2,y2)|
Prinzip der Einschrittverfahren: x,=x,+k'h=x,,+h y' = fx,y(x) L Vil = W t I o f(x, y(x)dx

X

Eulersche Polygonzugverfahren (Rechteckregel) =Fehlerformer=h*/2-f'(§) &[X,Xi+1] Ordnung Verfahrensfehler= O(h?)

Xewt =Xp +h ‘ R A o & PR T ‘

Heunsche-Pridiktor-Korrektor-Verfahren (Sehnentrapezregel) Nach der 2. Iteration abbrechen| 3. = 3. + 20 (x,, v  [Priadiktor

Y = v 2T YD) F LT (K Ve D) = 0 (0 [Korrektor

lokaler Verfahrensfehler: O(h®). Konvergenzuntersuchung:| |#°| = |4 % (xk + 1, vk + D| < 4 Gmax|%| = 4 (L = M <11

Es muss h*L<2 sein, damit M<l1 ist (Bedingung fiir Konvergenz) h*L hei3t Schrittkennzahl, typischerweise im Intervall [0.05,0.2]
Runge-Kutta-Verfahren (Modifikation der Simpson-Regel) | i =y« +& (& + 2k, + 245 + k2> |lokaler Verfahrensfehler = O(h%)

ky = hOf (g, y )0 ky = hOf (g + 4,y + %)D by = ROf (g + 2,y + kTZ)D ky= hUf(xp t hyyp t k3)

Im jeden Schritt miissen 4 HilfsgroBen k, berechnet werden. Es entstehen groe Fehlerschwankungen bei Schrittweitendnderung wegen
Verfahrensfehler-Ordnung h’. Schrittkennzahl K=h*L (siehe Heun)

Mehrschrittverfahren Beim Schritt auf yi.; wird nicht nur yx sondern noch s davor liegende Wertepaare benutzt - Extrapolation.

X f(x,y)=(xi;f) i=k-s,k-s+1,...k s=20 y, =y, +&Q3f, —16f, +51_,)
Expliziete Adams-Bashford fiir drei(s=2) & vierstufiges(s=3) Verfahren: ¢ = 3 V= Y+ (551, =59, +37F,—913)
lokaler Fehler des vierstufigen Verfahren O(h’) wie Runge-Kutta

Vorteil: geringerer Rechenaufwand, fiir ndchsten Schritt nur einen neuen Wert berechnen

Nachteil: bei Extrapolation wéchst der Fehler grundsitzlich schnell, deshalb Modifikation zum Adams-Moulton-Verfahren, indem der
unbekannte Punkt (x,,f;) mit in das Interpolationsintervall mit einbezogen wird.

priidiktor:ylp =yt %(23/'0 -16f.,+5f.,) dreistufig prﬁdiktor:ylP =yot ﬁ(SSfO =591, +37f.,-9f.3) vierstufig
korrektor : y; = yo + %(9f(x1,)ﬁp)+ 1975 -5/ + f-2) korrektor : y; = yq + %(251f(x1:)’1p)+ 6461y - 2647_, +106 /., ~197_3)

DGL-System 1.0rdnung
Jede DGL n-ten Grades lésst sich auf ein DGL-System 1.0rdnung zuriickfithren mit n-Gleichungen

V' + 60y +50y=2-x0 y'=2-x>-60)y - 50y Anfangsbedingung :#(0) = 0, ' (0) = 0

W - Yot o u ERVACEINTY; 0 = Of_ - 1}<0>:1I+h[]f(x i) - O, oqodoR. HoO
107 1o 2-x2-5ly- 6y 0 Dfy ettty of "o ! 0 0>%0 = HoB" Tl Booz

, e shu - 60 i i P ey P ape iy - 08, O1 0B, 01 fo. 0,01 [« »(0,)
u, = u, = 2-x"-50u, -60u u = u — X, U — X, U = — — =
27 2 ! 2 ! 0" 7 020 5 BN Y7 o8 2 HIoET 2 o 798 T Ho,0395H . v,
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