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Hochschule Miinchen Fakultat 04 Redaktion: Kahl / Paster / Rauh Stand SS 2010
Praktikum Numerik Versuch 3: "Integration u  nd Differenziation"
Bearbeiter: Dennis Kunz

Datum: 30.05.2012

1 Integration

1.1 Genauigkeit bei verschiedenen Verfahren und Sch  rittweiten

Von lhrem Dozenten erhalten Sie eine zu integrierende Funktion f(x) und die Zahlenwerte a und b fur die
Grenzen des bestimmten Integrals. Zur Bestimmung des tatsachlichen Integrationsfehlers wird das exakte
Ergebnis sum exakt mit Hilfe von Mathcad berechnet.

F(x) = /4 _ 3x2 . a=0 b:==1 wird vom Dozenten vorgegeben (1)

b

2[rly/ 3

sum_exakt := J f(x) dx - 9@/_ sum_exakt = 1.20919958
a

Wir stellen den Verlauf der Funktion f im Bereich [a,b] als Quickplot dar. Fir Abschétzungen betrachten wir
auch die ersten beiden (numerisch berechneten) Ableitungen von f(x).
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Beim Sehnentrapezverfahren teilen wir das Integrationsintervall in n gleich breite Streifen ein. Wir planen
verschiedene Werte von n, die in Zweierpotenzen ansteigen und die wir in einem Vektor n trap speichern.

i=0.12 n trap; = 2|+2 wird vom Dozenten vorgegeben (2)

n_trapT _ 0 1 2 3 4 5
0 4 8 16 32 64

Die Prozedur zur Berechnung einer Trapez-Naherung lautet:
trapez_int(fkt,a,b,n) ;== |hr « (b—-a +n
u « (fkt(a) + fkt(h)) + 2

for id1l.n-1
U « u+ fkt(a+ ilhr)
return ulhr

Mit dieser Prozedur berechnen wir die Naherungswerte sum_trap des Integrals fur alle Werte in n_trap,
sowie deren Abweichungen err_trap vom Sollwert.

sum_trap; := trapez i nt(f ,a,b, n_trapi) err_trapj := sum_exakt — sum_trap;
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err trapT =
B 0 0.015 3.873-103 9.743-104 2.44-104

n lhrer Vorbereitung haben Sie die passende Restgliedformel zur Fehlerschatzung bereitgestellt.
Definieren Sie fur n=16 die notwendigen Grof3en zur Auswertung der Formel und werten Sie die Formel
err_max) mit Mathcad aus.

b-a
16

hr = 0.063 Maximum der zweiten Ableitung: maxd2f := —-11.25

hr :=
MWW

2

hr -
err_max := Emb — afmaxd2f| err max = 3.662x 10 °

Vergleichen Sie den tatsachlichen Fehler err_trap mit der theoretischen Fehlerschatzung err_max. Wie
erklaren Sie die Abweichung?

err_max entspricht den Fehler fur i=1

Berechnen Sie den Richardson-Schatzwert err_rich fir die gleiche Streifenzahl n wie oben und vergleichen
Sie mit dem tats&chlichen Fehler aus err_trap .

(sum_trap2 - sum_trapl) _
err_rich .= err_rich = 9.663 x 10

2
27 -1
Wie beurteilen Sie die Qualitéat der Fehlerschatzung?

4 4

err_trapy = 9.743x 10

Die Fehler haben etwa gleiche Grofenordnung

Die Richardson-Extrapolation (warum anwendbar?) erlaubt die Berechnung verbesserter Naherungswerte
sum_simp , namlich entsprechend der Simpson-Formel aus den oben gespeicherten Werten sum_trap .
Berechnen Sie die Werte sum_simp und ihre Fehler err_simp flr Streifenzahlen n aus dem hier definierten
Vektor n_simp .

k:=0..6

. . Acht jetzt: =
nsmpc= 22 nsmp = (0 8 16 32 64 128 256) Achungjezt  k:=1.6
) (4E~§um_trapk - sum_trapk_l) ) )
sum_simpg := 3 err_simpy := sum_exakt — sum_simpg
n einem gemeinsamen log-log-Diagramm stellen wir den Verlauf der Betrédge der Fehler err_trap und
err_simp Uber der Streifenzahl n dar.
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n_trap;,n_simp,
Welche Gestalt haben die Kurven (warum?) und wie erkennen wir die Fehlerordnung der Verfahren?
Die Kurven haben die Gestalt von Geraden (doppellogarithmisch), da der Fehler antiproportional zur Anzahl n
der Stltzstellen ist. Die Fehlerordnung erkennt man aus der Steigung: TP-Fehlerordnung = 2 und
S-Fehlerordnung = 4

1.2 Einfluss gestorter Daten
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Wir stéren nun jeden Abtastwert der Funktion f(x) durch Addition einer kleinen, pseudo-zufalligen Storung
r(x,s) aus dem Wertebereich [-s , s] mit s = 103,

r(x,sec) = |z « (x+71)10
Z « z-trunc(z) - 0.5
return 20seclz = 10

1x10” 3 T T

5x10

r(x, sec) 0

-5x10

0.2 0.4 0.6 0.8
X

- 1x10
0

Die gestorte Funktion g(x) ist also: | QX)) =1 (x) +r(x, sec)

Wir integrieren g(x) mit dem Sehnentrapezverfahren genau wie oben f(x) und stellen die Fehler err_gest
Liber n_ntrap dar. Zum Vergleich tragen wir auch die ungestorten Ergebnisse err_trap ein.

err_gestj := sum_exakt — trapez_i nt(g ,a,b, n_trapi)

1 Die grobe Interpretation:
Rote Kurve: Verfahrensfehler
0.01 = Schwarze Kurve:
\&\ Rechnungsfehler
~ S s . .
o] 10 oo, e e 2o
E\ >"~-(;\e/®--g= o ) - g
|err gest.| . I gegen einen Grenzwert.
— 11 1x10 = Fur kleine n Uberwiegt
Eg\& Verfahrensfehler, fur grof3er der
1x10~ 8 4 Rechnungsfehler
o
1x10 : 3 4 5
1 10 100 1x10 1x10 1x10
n_trap,

2 Differenziation

2.1 Genauigkeit bei verschiedenen Verfahren und Sc  hrittweiten

Fir unsere Untersuchungen legen wir wieder die oben definierte Funktion f auf [a,b] zu Grunde. Als
Referenz fur die 1.Ableitung verwenden wir den (von Hand berechneten) Formelausdruck abl_exakt(x) .

-3
abl_exakt(x) = ——x _ —1

432

Wir speichern einen Datensatz von exakten Werten der Ableitung und stellen ihn tiber x grafisch dar:

i :=0..100 XVj = %‘m +a yvj:= f(xvi) a exj .= abl_exakt(xvi)
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Wir wahlen Stutzweiten h und dann 2h, differenzieren jeweils numerisch nach zwei Verfahren und stellen die
Fehlerbetrage grafisch tber x dar:

hr := 0.05
MW

Morwarts-Differenzenquotient: |

avlj = vdq(f ,hr,xvi) avy; = vdq(f ,2|Iﬂ1r,xvi) err_vlj = a exj — avlj

Zentraler Differenzenquotient: |

vdq(fkt, hr,x) :=

zdq(fkt, hr,x) :=

wird vom Dozenten vorgegeben (3)

fkt(x + hr) — fkt(x)

hr

fkt(x + hr) — fkt(x = hr)

2[hr

azlj = qu(f ,hr,xvi) azzj = qu(f ,2|Iﬂ1r,xvi) err_z1j = a_exj — azl;

1
|err_v2i| s
- 0.1 —— =
|err_v1i| - E— — p
_|e_rr:22i| 0.0 =
_|efr221i| 1x10~ 3 e
b -
0™ L
0 0.2 0.4 0.6 0.8

XVi

err_v2j = a exj — avy

err_z2; := a_exj — azz;

n lhrer Vorbereitung haben Sie die nétigen Restgliedformeln bereitgestellt. Schreiben Sie entsprechende
Mathcad-Funktionen err_max_vdqg und err_max_zdq und berechnen Sie damit die jeweils theoretisch
maximal zu erwartenden Fehler. Die bendtigten Werte der Ableitungen kénnen Sie den folgenden
Diagrammen entnehmen (Benutzen Sie zum Ablesen "Koordinaten ablesen" im Kontextmenl der Diagr.).
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h
err_max_vdq(hr, maxabl) := ?rdmaxabl maxabl := -54 err_max_vdq(0.05, maxabl) = 1.35

err_max_vdq(0.1, maxabl) = 2.7
2
h
err_max_zdq(hr, maxabl) := LEﬁmaxak maxabl := —-1426 err_max_zdq(0.05, maxabl) = 0.594
6 NMVWWWWWWW
err_max_zdq(0.1, maxabl) = 2.377

Vergleichen Sie mit den maximalen Werten aus lhren obigen Grafiken.Nehmen Sie auch Stellung zur
Fehlerordnung der beiden Verfahren.

VDQ: Halbierung Schrittweite -> Halbierung des Fehlers -> Fehlerordnung 1

ZDQ: Halbierung Schrittweite -> Vierteln des Fehlers -> Fehlerordnung 2

Bisher haben wir die Fehler Giber der Abszisse x dargestellt. Jetzt soll als Abszisse die Stutzweite h dienen.
Wir wahlen verschiedene Stitzweiten aus einem Vektor hd, berechnen wie oben den Fehlerverlauf des
Zentralen Differenzenquotienten und suchen - mit der folgenden Prozedur err_max - jeweils den maximalen
Fehlerbetrag tber x.

er max(fkt,hr,xv,a ex) := | for i00..length(xv) -1
erbj — |aexj - qu(fkt,hr,xvi)|

return max(errb)

k:=0.8 hd = hr[20'5k_2 wird vom Dozenten vorgegeben (4)
e fi:= err_max (f , hdi, xv, a_ex) 0.013
0.018
1 0.025
L o 0.035
A hd =| 0.05 hr = 0.05
A
e fk 0.1 - o 0.071
E-=-3 1 0.1
0.01——* 0.141
=
= 0.2
1x10 3
0.01 0.1 1 Wie interpretieren Sie den Verlauf?
hd
k Naherungsweise eine Parabel mit h"2

2.2 Einfluss gestorter Daten

Storungen in den Abtastwerten der Funktion kdnnen die Ergebnisse der numerischen Differenzation
erheblich beeinflussen. Zur Demonstration kénnen wir wie bei der Integration zundchst die Stérfunktion
soliert differenzieren. Wir verwenden die gleiche Storfunktion r(x, s) wie bei der Integration mit einem
geeigneten Skalierungsfaktor s und sehen uns als Erstes das Ergebnis ihrer Differenziation an:

Nm:: 0.1 wird vom Dozenten vorgegeben (5)

¢ = 0.050err_max(f,hr,xv,a exsec = 0.011  r(xv) :=r(xv,sec) e_rj:= qu(r,hr,xvi)
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n lhrer Vorbereitung haben Sie die Formel fur den Einfluss von Stérungen der Stltzwerte auf das Ergebnis
der Differenziation bereitgestellt. Berechnen Sie den Zahlenwert fiir den vorliegenden Fall.

Dz,neu =Dz + s/h=Dz + 0.11

Vergleichen Sie das Mathcad-Ergebnis mit der Theorie.

max(e ri)) = 0.1.06 < s/h = 0.11 ist erflllt

Wir berechnen jetzt den Einfluss der Stérung, abhéngig von der Stiitzweite h.

i:=0..100 asdlj:=0 erg:= err_max(r,hdk,xv,a_soll)
1=
"\
S
\k
%
K
er. o >
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nterpretieren Sie das Ergebnis.
0.01 o )
0.01 0.1 1 Naherungsweise linear in
hdk doppellogarithmischer Darstellung

bzw. hyperbelférmig in linearer

Die zu differenzierende, gestorte Funktion g(x) ist die Summe aus der ungestorten Funktion f(x) und der
Storfunktion r(x). Wir berechnen den Gesamtfehler in Abhangigkeit von der Stutzaweite h:

Q(xv) = f(xv) +r(xv) egk:= err_max(g,hdk,xv,a_ex)

1 Es zeigt sich ein interessanter Verlauf, dessen
Kenntnis flr die Praxis wichtig ist. Interpretieren
Sie ausfihrlich dieses Ergebnis.

5 Es gibt eine optimale Schritweite, bei dem der
eg, 1 / Gesamtfehler minimal ist.

Dieser Verlauf ergibt sich, weil der
Verfahrensfehler ~ h”p sich mit dem
Rechnungsfehler ~ 1/h tberlagert und ein
~ absoltues Minimum erzeugt.

0.1 FFUr groBe h Uberwiegt der Verfahrensfehler,
0.01 0.1 1 fUr kleine der Rechnungs-/Rundungsfehler

hd
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