
1. Einführung
1.1 Aufbau eines digitalen Regelkreises

- u(t) und y(t) = kontinuierliche Signale
- Umwandlung zu Abtastzeitpunkten tk = k * h
- h = Abtastrate
- {yk} = zeitdiskrete Abtastwerte von y(t)
- {rk} = zeitdiskrete Führungsgröße 
- {ek} = Folge des Regelfehlers
- {uk} = Ausgangsfolge 
- HG0 = Halteglied 0. Ordnung, hält den letzten DAU 
Wert von uk für Intervall h => Treppenfkt

Annahmen:
- Zeitsynchronität aller digitalen Glieder durch Echt-
zeituhr mit festem Takt

- Vorerst: Verzögerungsfreie Umrechenglieder
- Stufenkennlinien wegen hoher Auflösung linear
- Abtastrate hoch genug
- Betrachtung des Gesamtsystems als diskretes System 
nur zu den Abtastzeitpunkten

Resultat: Aus kontinuierlich F(s) => diskretes F(z)

1.2 Notwendigkeit digitaler Regelungstheorie
- Deadbeat Regler = Einschwingen nach 2 Schritten
- Aliasing

- Durch Abtastung entstehen unendlich viele Seiten-
bänder im Frequenzspektrum mit den Anteilen

   mit

1.3 Von Natur aus abgetastete Systeme
- Bei Messung zu diskreten Zeitpunkten

- zB chemische, biologische Prozesse
- Wirtschaftsdaten

- Ereigniss oder Puls gesteuerte Systeme 
- PWM oder Phasenanschnittssteuerungen

2. Systemdynamik

zu 2.1
- Zusammenhang u(s) und yi(s)

- Genaue Berechnung mittels Laplace Transformation
- Der Anfangswert zum ersten Abtastpunkt sei yi,0 = yi(0)
            s * yi(s) - yi,0 = pi * yi(s) + ci * u(s)

bzw. 

- Zwischen zwei Abtastzeitpunkten k*h und (k+1) * h ist 
u(t) konstant und damit u(t) = uk * σ(t) 

=> 

- Rücktransformation mit Korrespondenztabelle

- Zum nächsten/ersten Abtastzeitpunkt t = (k+1) * h = h

- Allgemein

- Gesamter Ausgang y=exakter Wert zum Abtastzeitpkt

= Haltglied-Äquivalent der Regelstrecke
- Zeitverlauf der Systemvariablen (entspricht Allgemein)

mit 

=> yi stabil falls (λi)
k = 0 für k => ∞  

2.2 z-Transformation
Defintion
für k ≥ 0

=> unendliche Reihe => Umwandeln falls möglich
Eigenschaften

- Linearität

- Verschiebungssätze

- Anfangswertsatz

- Endwertsatz
Wenn (1 - z-1)F(z) keine Pole auf oder außerhalb des 
Einheitskreises hat, dann gilt

- Faltung

Inverse z-Transformation
Definition

Alternativ: Polynomdivision 

gegeb:

Polydiv: Zähler / Nenner => Koeffvgl => f(0) = ... usw.

Alternativ: Partialbruchzerlegung + Rücktransformati-
on der werte mit Tabelle Laplace <=> z-Trafo
Pbz 
Bsp: 

=> | * Nenner => GLS lösen => a & b = ... => Rücktrafo

2.1 Beschreibung der Regelstrecke aus Sicht 
des Regelalgorithmus

- Algorithmus sieht: HG0 + Strecke 
= Regelstrecke zu den Abtastzeitpunkten

- Darstellungen kontinuierlicher Systeme
- Polynomform

- Partialbruchform, bei Einfachpol und m < n

Korrespondenztabelle Laplace <=> z-Trafo



2.3 z-Übertragunsfunktion
Diffgleichung (Beschreibung E/A Verhalten)

Anfangswerte = 0 + Verschiebungssatz

=> Allgemeine Übertragungsfunktion

es muss immer gelten: n ≥ m              (Diffgrad = n - m) 

2.4 z-Transformation der Regelstrecke mit 
Halteglied und Abtaster

Ü-Fkt(PBZ-Form):
= kontinuierlich

=> Diffglg:

=> z-Trafo: 

=exakte Darstellung von G(s) MIT Abtaster und Halteglied
= sprunginvariante Transformation = Haltegliedäquivalent

Berechung der spruninvariaten Trafo
1.) Bestimmung der z-Transformatierten von G(s) / s mit 
Hilfe der Korrespondenztabelle

2.) Multiplikation mit 

Allgemeine Form: 

einsetzen falls nur Koeffizietenen gegeben

Korrespondenztabelle zur Bestimmung H0G(z) aus G(s) d.h. nur falls G(s) MIT HALTEGLIED UND ABTASTER



2.5 Stabilität zeitdiskreter Systeme
Asymptotische (Interne) Stabilität
= System ohne Anregung klingt von beliebigem Anfangs-
zustand auf Null ab
Systembeschreibung ohne Anregung: 

        mit   
                         und pi = Polstellen
        n & yi,0 = Anfangszustand

=> Stabil falls für beliebige Anfangszustände
Notwendige und hinreichende Bedingungen

bzw

Eingangs/Ausgangs (Externe)-Stabilität
= Stabilität betrachtet als Verhalten einer speziellen Ein-
gangs- bzw. Ausgangsgröße
Übertragungsfunktion: 

mit              und interner Stabilität
=> externe Stabilität wenn

d.h. alle Polstellen innerhalb des Einheitskreises
Zusammenhänge
intern stabil  => extern stabil
extern stabil => nicht unbedingt intern stabil

  => bei konti. Fkt => Stabil = Realteil negativ

=> 

Das Jury-Stabilitätskriterium

U-Fkt:   => Polstellen prüfen
   =>        

= !1 

Koeffizienten Reihe 3 bis 2n-3:

Tabelle komplett wenn nurnoch 3 Elemente d.h. Nullstel-
len im Einheitskreis => Bedingungen prüfen

Stabilitätskritieren für das Nyquist- und Bodediagramm
Wegen Wiederholung durch diskretes System wird nur bis 
zur Nyquistfrequenz betrachtet = ωN = π / h

- Grundsätzlich: Abweichung diskret zu konti in Dia-
grammen, weniger je kleiner h
- Amplitudenreserve /-rand (aus offenem RK)

ω0 = ωkrit = kleinste Frq. für die gilt: 

=> A-Rand:

- Phasenreserve /-rand (aus offenem RK)
ωC = Durchtrittsfrequenz = Frq wo 

=> Phasenrand: 
- Beide Werte = Angabe wieviel mehr Verstärkung oder 
Phasenverzögung bis offener Regelkreis instabil
- Bei diskreten Systemen beide schwierig zu zeichnen, 
falls gefordert siehe FB RT1 oder RT2
- Richtwert: durch Diskretisierung soll Phasenreserve 
max. 5 bis 15° bei Durchtrittsfrequenz des konti Sys-
tems verschlechterter werden

2.6 Dynam. Verhalten zeitdiskreter Systeme

- Pole nur bis Nyquistfrequenz eindeutig (Aliasing Effekt)
=> Pole nur bis zur halben Abtastfrequenz eindeutig
  mit 

=> Alle Betrachtungen nur im Bereich -ωN bis ωN

Vergleich einiger Polstellen zwischen s- und z-Bereich

Polstellen: ○ stabil    ● instabil     ■ grenzstabil
        □ Polstellen jenseits ± ωN

Bereiche gleicher Dämpfung

PT2 

Pole:        für 0 < D< 1

   mit 
=> Pole mit gleicher Dämpfung 0 < D < 1 liegen in s-
Ebene auf einer Geraden mit Winkel φ

s-Ebene               => z = esT  => z-Ebene
  D => 0    : Pole auf Einheitskreis
  D => 1    : Pole auf pos. reeler Achse

Bereiche gleicher Kennkreisfrequenz ω0
- gleiche Dämpfung aber variables ω0
=> Pole liegen in linker s-Halbebene auf einer Geraden
=> größeres ω0 
=> schnelleres Einschwingen bei größeren Stellgrößen
ABER: Auf Stellsignalbegrenzung achten

Bereiche gleicher Kennkreisfrequenz ωe
        

= die Frequenz mit der der geschlossene Regelkreis (ein-)
schwingt und ist Imaginärteil der Polstellen des Systems

Bereiche gleicher Abklingzeitkonstanten
- Abklingzeitkonstante δ gibt an wie schnell ein stabiles 
System auf seinen Endwert einschwingt

PT1 Sprungantwort:              => δ = -a

PT2: 

=> δ = σe = Realteil der Polstellen

Einschwingzeit = 

=> je größer δ desto schnelleres Einschwingen

2.7 Wahl der Abtastzeit
- zu klein => Rechneranforderungen hoch
- zu hoch => Regelkreis kann instabil werden
- Schwingungsfähiges System = Schwingfrequenz
- Nicht-Schwing. System = Anstiegszeit verwenden

Anzahl der Abtastschritte Nr  = 
PT1 : Tr = Tan (Anstiegszeit)

PT2 : 

Normal: Nr = 4 ... 10

2.9 Beispiel: Regelung eines Doppelintegrators

       mit P-Regler: 

=> Char. Gl: 

Stabilität nach Jury:

 => I <=> III => P - Regler nicht geeignet
PD-Regler:  mit 

=>                 => 

=>

 => Polplatzierung über Wahl von K und Td
Aus Jury: K > 0, Td > 0,5 und TdK < 2
Festlegung: Td = 1,5

Möglichkeiten:
K = 0,5    => konjg. kompl. Pole
K = 0,75  => konjg. kompl. Pole, stärker gedämpft
K = 1       => Pole im Ursprung = Deadbeat Regelung
K = -1,25 => Wenig Dämpfung, starkes Schwingen 



3. Direkter Entwurf dig. Regelgesetze
3.1 Reglerstruktur

B(z) / A(z) = normierte Form von H0G(z)
Normierung = A(z) = anz

z + an-1z
n-1 + ... + a0   mit an = 1

Kausalität: Ordnung T(z) & S(z) < R(z)

3.2 Einfache Betrachtung des Entwurfsproblem

FW(z) =    =  

Char. Gl: NRK(z) = A(z)R(z) + B(z)S(z) = Nc(z)No(z)
Nc = Streckenpolynom mit Anzahl Nst wie A(z)
No = Beobachterpolynom mit restlichen Nst

Vorgehensweise: Entwurfsgleichung
1.) NRK(z) = A(z)R(z) + B(z)S(z) = Nsoll

RK(z)
=> passendes R(z) und S(z) bestimmen

2.) T = t0 No => 

3.) Stationäre Genauigkeit FW(z=1) = 1
=> t0 = Nc(1) / B(1)

Bsp zu 3.2: Regelung des Doppelintegrators
G(s) = 1/s2 
 =>

=> NRK(z) = (z2 - 2z +1) R(z) + h2/2 (z + 1) S(z)
  = Nsoll

RK(z) = z2 + c1 z + c0

Strategie: Schrittweise Erhöhung der Ordnung
1. Versuch P-Regler: FR(z) = S(z)/R(z) = s0 (Ordnung 0)

=> S(z) = s0       R(z) = 1

=> NRK = nicht frei wählbar da nur ein Regelparameter

2. Versuch Regler 1. Ordnung: FR(z) =

=> Wunschverhalten über c2, c1 und c0 festlegen
=> Reglerparameter über Koeffizietenvergleich

=> T(z) = reele Polstelle von NRK(z) => Rest in No(z)
=> t0 bestimmen => fertig
3.3 Wahl der Reglerordnung
Regler ohne I-Anteil

Strecke

Regler

=> Char. Gl. der Ornung n+m 

=> n+m frei vorgebbare ci
Regler (2m+1) freie Parameter (r0 ... rm-1, s0 ... sm) 
=> Lösbarkeit der Char. Gleichung falls
 2m + 1 ≥ m + n
=> m ≥ n-1 => in der Praxis:  m = n - 1
Regler mit I-Anteil

    
    => m = n 

3.4 Allgemeine Lösung der Entwurfsgleichung
3.4.1 Regler ohne I-Anteil

Lösung: x = M-1 * c   
falls A(z) und B(z) keine gemeinsamen Nst

3.4.2 Regler mit I-Anteil

Lösung: x = M-1 * c   
falls A(z) und B(z) keine gemeinsamen Nst

Bsp: Doppelintegrator mit Regler mit I-Anteil
Strecke:
           mit h = 1
              
=> B(z) = 0,5z + 0,5 = b1z + b0
=> A(z) = z2 - 2z + 1 = a2z

2 + a1z + a0

Regler: FR(z) = S/R mit

 
=>

= 

 => r1 = 1, r0 = 0,875, s2 = 4,25, s1 = 0,5 und s0 = 1,75

3.5 Polplatzierung mit dyn. Kompensation
Vorgehen:
1.) Streckenordnung n => Reglerordnung siehe 3.3 
2.) Zerlegung: H0G(z) = B(z) / A(z)

 =>A = A+ A- B = B+ B-

Index + = Nst die kompensiert werden soll, d.h. diese 
sind stabil und gut gedämpft

3.) Lösung der Entwurfsgleichung
Überstrichen = Reduzierte Ordnung

  

 mit R & S so dass       

4.) Bestimmung von T(z) 

3.6 Wahl der Polstellen
- Je nach gefordertem Überschwingen oder Einschwing-
zeit
- Keine starke Verschiebung der Pole des offenen RK
- Beobachterpole etwas schneller als geregelte Pole
=> Langsame BeoPole: Sensorrauschen unterdrücken 
aber gesamter RK wird träger
=> Schnelle BeoPole: Sensorrauschen wird verstärkt 

3.7 Wahl der Abtastzeit
- PT2 : 0,2 < ω0 h < 0,6
- Störungsverhalten beobachten
=> Lange Abtastzeit => Regler kann ggfs. erst spät auf 
Störung reagieren



4. Quasikontinuierlicher Entwurf
= Direkte Umwandlung kontinuierlicher FR(s) in  einen 
diskreten Regler mittels kleiner Abtastzeit und geeignter 
Approximationsmethode

4.1 Numerische Approximation des Integrationsoperators
= Appromximation des Laplace Operators s bzw. des Integ-
rationsoperators 1/s = y(s) / x(s)

Exakte Integration
t = tk = k*h

Vorwärts-Rechteck-Approximation
       mit yk = yk-1 + Δyk

nach Trafo: 

=> 

Rückwärts-Rechteck-Approximation
       mit yk = yk-1 + Δyk

nach Trafo: 

=> 

Trapez-Approximation
   

                mit yk = yk-1 + Δyk

nach Trafo: 

=> 

mehr Rechenaufwand
aber genauer

zu 4.1 Stabilitätsbetrachtungen der Approximationsmetho-
den
Stabiler Bereich der Verfahren: 

=> Änderung des Stabilitätsverhalten bei Recktapproxima-
tion möglich, nur Trapez bildet korrekt ab

zu 4.1 Frequenzverschiebung durch Approximation
G(s) blockiere Frequenz ω‘

=> Trapezapprox => 

=> Zeitdiskretes System blockiert Signale ω

Lösung: Korrektur der Trapezapproximation, die für spezi-
elle Frqz ω1 keine Verzerrung aufweist

  => 

d.h. kontinuierliches Filter & diskrete Approximation sind 
bei ω1 gleich. Aber andere Frqz nach wie vor verzerrt

4.2 Regelalgorithmen
PI Regler

- Vorwärts-Rechteckapproximation

- Rückwärts-Rechteckapproximation

- Trapezapproximation

Trapez am genausten, Unterschied zwischen den Methoden 
wird geringer je kleiner die Abtastzeit h

Lead/Lag Regler mit Trapez-Approximation

=>    mit 

=>
- Direkte Implementierung 
mit Startwerten

- Rechenzeitoptimierte Implementierung
 = Vorrausberechnung Inhalte die keinen aktuellen Wert 
benötigen

zu 4.2 PID Regler mit Rechteckapproximation

Kontinuierlich:

Diskret:

Diffglg: 
 

 mit 

Betrachtung mit Stellglied: F‘
R(s) = FR(s) * Fstell(s)

Stellungsalgorithmus:

- Stellglied berücksichtigen: Kp_soll = Kp_ist / Kstell

PID-Stellungsalgorithmus: Pulsweitenmodulations-Steller
- Normale Aktoren: P - Verhalten
- PWM Stellsignale: Nichtlineares Verhalten

- Näherung:         entspricht P-Aktor 
- Notwendig: fp >> fa 
- Vorteile: Geringe Schaltverluste, zuverlässig
- Für DA Umsetzung und Leistungsverstärkung

PID Geschwindigkeitsalgorithmus
- Aktor mit I-Verhalten => uk = uk-1 + ... durch Aktor
=> Stellungsalgorithmus muss nurnoch
- Bei PID:             (=Geschwindig-
keitsalgorithmus) 
- Mit Schrittmotor (hat I-Verhalten)

- kein DA-Wandler und Halteglied nötig

Vorteile Geschwindigkeitsalgorithmus:
- Bei Regler-/CPUausfall wird letzter Stellwert gehalten
=> Stoßfreier Weiterbetrieb möglich
- Regler-Parameteränderungen im Betrieb möglich
- Leichtere Beherrschung des Wind-Up



5. Implementierung
5.1 Umsetzung auf einem Prozessor
Software Lösung mit Echtzeitbetriebssystem

- Abtastintervall: Ta = h
- Abtasten => Interrupt => Rechnen => Ghosted

1.) Lesen der Eingänge (L)
2.) Berechnen des akt. Stellwerts (R)
3.) Ausgeben des akt. Stellwerts (S)
4.) Vorrausberechnunge für Optimierung (V)

   TR = Rechentotzeit

Bsp:
Lead/Lag

Hardware Lösung auf Spezialchip (Einchip oder DSP)
 - Auf Chip: Vorgegebene Reglerfunktion
- Parametrierung durch Anwender
- Meist: Ein Host mit vielen DSP
- Zusätzliche FKTn zB: PWM, DAU, Decoder

5.2 Wahl der Abtastzeit: Zeitbereichsbetrachtungen
Sinusabtastung

- Sinusschwing y(t) mit ωg wird mit fa = 1/h abgetastet
=> mit HG0 wird Treppenfunktion
- Signaltheoretische Sichtweise

- Kleinste Abtastfrequenz: ωa  > 2ωg 
- Regelungstechnische Sichtweise

- Deutlich höhere Abtastfreqeunz nötig für quasisetig
=> ωa = 25ωg
- Systembandbreite ωB mit ωg = höchste Frqz
=> 15ωB ≤ ωa ≤ 50ωB       mit hωB = 0,12 ... 0,4
- ωa zu klein => kein quasistetiger Betrieb
- ωa zu groß => Hohe Anforderung an Wandlung und 
CPU, zusätzlich numerische Fehler

Einschwingverhalten des Regelkreises
- Typische Abtastzeiten

- Elektronische Systeme:      Ta = 10µs
- Elektromechanische Systeme:  Ta = 1ms
- Durchflusssysteme:       Ta = 1s
- Thermische Systeme:      Ta = 20s bis Minuten

zu 5.2. Frequenzbereichsbetrachungen - Aliasing
Spektrum eines abgetasteten Signals

- y(t) => ideale Abtastung => y(kh) = yk = y*

- Fourier Trafo: Betragsspektrum von y*

=> Spektrum Y(ω) mit pos und neg ganzzahligen Viel-
fachen von ωa

=> Aliasing bei zu kleiner Abtastfrequenz mit Verfäl-
schung

Abtastung der Regelgröße
- Alle Messsignale verrauscht => ym(t) = y(t) + yz(t)
- Nutzanteil y(t) : Niederfrequent, Tiefpasscharakter
- Rauschen yz(t) : Höherfrequent, Hoch-/Bandpasschar.

- Abtastung y(t): geeignet ωa ≥ 15ωB
- Abtastung yz(t): Unterabtastung: Rückfaltung in Nie-
derfrequenten Anteil
- Filterung des Sensorsignals (beachten bei Entwurf):
=> Tiefpassfilterung gegen yz mit ωBr = ωa/2

- Ordnung des Filters je nach unterer Grenzfrq von yz
- Bessel Filter:

n = 1 : s + 1
n = 2 : s2 + 3s + 3
n = 3 : s3 + 6s2 + 15s + 15
n = 4 : s4 + 10s3 + 45s2 + 105s + 105
n = 5 : s5 + 15s4 + 105s3 + 420s2 + 945s + 945

zu 5.2
Kontinuierliches Ersatzmodell für einen quasistigen, dig 
Regler: Zusätzliche Einflüsse

- zusätz. Totzeit aus Abtastung und Halteoperationen
- im Mittel: h/2

- zusätz. Totzeit durch Rechen- und Wandlungsprozess
- Pro Abtastschritt Zeitaufwand für Rechnung TR
=>

 - Schutzfilter (siehe 5.2)
=> Alle reduzieren Phasenreserver insg. um ca 20°
=> Auswirkung auf Stabilität

5.3 Erweiterung der Reglerfunktion bei dig. Regelung
Automatische Verstärkunsgrad-Anpassung

- Bei Strecken deren Verstärkungsgrad KS schwankt

- Ziel: Kreisverstärkung K0 immer konstant halten
=> Gain-scheduling des Reglers = Adaptiver Regler

Kompensation einer nichtlinearen Aktor-Kennlinie
- Kompensation durch Vorschalten der Umkehrfunktion

5.4 Anti-Windup
- Nichtlinearität im System durch Stellbegrenzungen
- Treten meist beim Hochfahren ein => Reglerüberlauf

- Stellbegrenzung up = sat(u) => Starkes Überschwingen

- Anti Windup

- Anti Windup mithilfe von No

= Teilgebiet der adaptiven Regelung
- Active Vibration Control AVC
= Unterdrückung mech. Schwingungen
- Active Noise Control ANC
= Unterdrückung von Luftschall

Verfahren: Messung der Schwingung => Phasenverschobe-
nes Signal errechen => destruktive Interferenz erzeugen

6. Adaptive Filter

6.1 Steuerungsstruktur
1.) Messung des Referenzsignal x
2.) FIR Filter mit Filterkoeffizienten wi (i=0 ... L - 1)
3.) Signal/Stellgröße y + Störsignal d = Fehlersignal e

  

=> Übertragungsfkt: W(z) = w0 + w1z
-1 + wL-1z

-L+1

=> Fehlersignal e:

bzw.  

mit 

6.2 Optimaler Filter, Wiener Filter
Ziel: Minimierung von J = E[e2

k]
E = Erwartungswertoperator
J = wTAw - 2wTb + c

=> Ermittlung der optimalen Filterkoeffizienten wopt

  => wopt = A-1b

6.3 Der Least-Mean-Squares(LMS) Algorithmus
- Adaptiver Algorithmus zur ständigen Neuberechnung 
der Filterordnung
- Zur Berechnung des Gütefunktionals

Algorithmus des steilsten Abstiegs
- Kleine Änderung der Filterkoeffizienten
=> Maximaler Anstieg des Gütefunktionals
=> Ziel: Minimierung des Gütefunktion => Umkehr

µ = Konvergenz Faktor (frei festlegbar)
=> 

mit   => 

- Stochastischer Gradient:

=> Adaptionsalgorithmus: wk+1 = wk + 2µxkek
x = Referenzsignal
P(z) = Primärstrecke
d = Störung
e = Fehler                 λmax = größter Wert von A

6.4 Narrowband-LMS-Algorithmus
Ziel: Unterdrückung einer einzelnen Störfrequenz

- Referenzsignal x wird nicht gemessen
- Kurbelwellensignal = zu unterdrückende Frqz
x1k =sin(ωkh)         x2k =cos(ωkh)   
yk = w1kx1k + w2kx2k  
w1k+1 = w1k + 2µx1kek w2k+1 = w2k + 2µx2kek 
=> yk = w1k sin(ωkh) + w2k cos(ωkh) = G cos (wkh + ɸ)

=> w1, w2 werden ständig angepasst um e minimieren
- Vorteile: x muss nicht messtechnisch erfasst werden, 
keine Rückkopplung der Stellgröße aus Refsignal, nur 2 
Filterkoeffizienten
- Pro Filterfrequenz 2 zusätzliche Koeffizienten
- Stabil wenn: 


